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Résumé. On donne une construction des formes paramodulaires en utilisant la
théorie des codes.

Codes and paramodular forms

Abstract. We give a construction of paramodular forms using coding theory.

1. Introduction. — Dans les articles [2], [4], [7], [1] etc., on a vu la relation entre codes et formes
modulaires. Ces formes modulaires, autrement dit, correspondent & des formes paramodulaires
de polarisation principale. Il est naturel de demander a généraliser ces correspondances. Dans
cette note, on annonce que 'on peut procéder d'une maniere analogue pour obtenir une forme

k1
ko
paramodulaire associée a la polarisation . , ou tout k; est un entier positif tel

kg
que k1 = 1, kilkiy1 pour i = 1,2, ..., g— 1 et g un entier > 2. Les arguments et calculs utilisés
dans cette note sont standards et nous omettrons les démonstrations.
On fixe les notations. On note Z, Q, R, C I'’ensemble des nombres entiers, rationnels, réels,
complexes. On pose Z; = Z/IZ, Z} = Z; x --- X Zj et e(-) = exp(2my/—1 +). 6., désigne le delta
—_————

n

Q@
: . o P
de Kronecker. Par diag(a, 3, ..., 7), nous désignons la matrice diagonale
v
Dans toute cette note, on suppose g > 2.
2. (I, la, ..., lg)-codes et polynomes des poids symétrisés. — Dans cette section, nous rap-
pelons les codes sur le groupe abélien fini Zy; (cf. [1]) et étudions les (I3, Iy, ..., lg)-codes et les

polynomes des poids symétrisés.

Nous dirons qu'un sous-ensemble de Z3; est un code linéaire C de longueur n, ou un Zsy;-code de
longueur n, s’il forme un sous-groupe additif de Z3;,. On muni Z%; de la forme bilinéaire standard
définie comme suit: (x,y) = z1y1 + -+ - + Tp Y (mod 20), ot & = (z1,- -+, 2y) et y = (Y1, -+, Yn) €
Zy. L'ensemble C* est constitué des éléments z € Z5; tels que (z, y) = 0 (mod 21) pour tout
élément y € C et Ct est dit le code dual de C. Nous dirons qu'un Zs-code est de Type IT si
I'on a (z, ) = 0(mod 4l) pour tout élément = de C avec C = C*. Nous savons que, pour qu'il
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existe un code de Type II de longueur n sur Zsoy, il faut et il suffit que n soit un multiple de huit
(Proposition 3.4 dans [1]).

Afin de définir les (I3, la, ..., ly)-codes, nous avons besoin d’introduire les conventions. Soient
l, I' les entiers positifs tels que l/|l. Un élément de Z; définit par congruence un élément de
Z, . Réciproquement, on obtient un élément li,:v de Z; pour un élément x de Z;. On étend ces
conventions a Z;" et Zj.

DEFINITION 1. — Soit Iy, I, ..., [, une suite ordonnée d’entiers positifs tels que ;|l;411 pour
i =1,2,..., 9 — 1 et soit Cy1, Ca, ..., Cy une suite ordonnée de Z;,-codes de longueur n pour
i=1,2,..., g. Nous dirons (Ci, Ca, ..., Cg) un (I3, lg, ..., ly)-code de longueur n, si 'on a, pour

tout 4, j (1<i<j<g),
(i) = € C; pour tout x € Cj,
et (ii) i—fy € C; pour tout y € C;.

Nous dirons qu'un (I1, la, ..., lg)-code C1, Ca, ..., Cq est de Type II si chaque C; est de Type
IT comme Zy;,-codes.

Ezemple. — Considérons un Zs-code H (code de Hamming étendu) et un Zy-code O (Octa
10110001
. . . . P 01011001
code), qui sont donnés respectivement par les matrices génératrices 00101101 et
00010111
121 -1 0 0 0 1
012 1 -1 O 0 1
001 2 1 -1 0 1 (cf- [3]). Alors on a un (1, 2)-code (H, @) de Type II de
000 1 2 1 -1 1

longueur 8.

Il y a différents types de polynomes des poids. Du point de vue de la prochaine section, les
polynomes des poids symétrisés seront plus appropriés. Pour cela, on pose R = Zigj, X Zig, X « -+ X
Zy,, et on définit sur R la relation ~ suivante: a ~ b < a =boua = —b, ot a,b € R. Alors la
relation ~ est une relation d’équivalence. On pose R = R/ ~.

DEFINITION 2. — Soit (C1, Ca, ..., Cg) un (1, la, ..., lg)-code, olt Iy, la, ..., Iy est une suite
ordonnée d’entiers positifs tels que [;|l;4+1 pouri =1, 2, ..., g—1. Le polynéme de poids symétrisés
de (C1, Ca, ..., Cq) est défini par

W(C1,C2,...,Cg)(x5) = W(C1,C2,...,Cg)(xa avec a € E) — Z H xgE(CI’CQ""’cg),

c1€C1,c2€Ca,...,¢c4€Cy geR

ou ng(c1, ¢, ..., ¢g) désigne le nombre de i tel que @ = (cii, 2, - - -, Cgi)-

Pour voir la propriété d’invariance des polynomes de poids symétrisés, nous définissons les

matrices suivantes. Soit k un entier positif, soit 1, la, ..., [; une suite ordonnée d’entiers positifs
tels que l;|l;4q pour ¢ = 1,2, ..., 9g— 1 et posons k =1; et k; = 1;/k pour i =1,2,...,g. On
pose P = diag (k1, ka, ..., kg). Désignons par T'(k, P) la matrice

T(k, P) =e(1/8)%(27k%k1ks . .. k9)71/2 (e(<P71a7b>/2k))a,b€R'
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Q(P) est 'ensemble des éléments U € GL(g, Z) tels que P~1UP est entier. Evidemment, c’est un
sous-groupe de GL(g,Z) et nous avons

Q(P) ={(a;j) € GL(g,Z);a;; =0 (mod k;/k;) pour 1 < j <i<g}.

A(P) est 'ensemble des éléments symétriques S € Mat(g, Q) tels que SP est entier. Nous avons

k

On pose Py(k, P) = (\/det(U) 5Ua7b) pep POU U € Q(P),
a, be
Dg(k, P) = diag (e(S[a]/4k) avec a € R) pour S € A(P).

A tout g = (gab)a,per: nOUS associons ¢(g) = (ZdeR avec I-F g“d)aEeﬁ’ Alors les éléments
¢(T(ka P))a QS(PU(ka P))a ¢(DS(ka P))a 6(1/8) de GL(Qgil(kgklkZ o 'kg + 1)7 C) opérent na-
turellement sur C[zz] = Clrz avec @ € R], ot U et S parcourent respectivement Q(P) et A(P).
La propriété d’invariance des polynomes de poids symétrisés est donnée comme suit:

1
A(P) = {(sij) € Mat(g,Q);sij = sji € —Zpour 1 <i<j< g}.

Proposition 3. — Soit k un entier positif, soit ki, ka, ..., kg une suite ordonnée d’entiers
positifs tels que k1 = 1, ki|kiy1 pouri =1, 2, ..., g—1 et posons P = diag (k1, ka2, ..., kg). Si un
(kky, kka, ..., kkg)-code (C1, Ca, ..., Cy) est de Type I, Wie, c,,...,c,)(xa) est fivé par l'opération

des éléments ¢(T(k, P)), ¢(Py(k, P)), #(Ds(k, P)), €(1/8), oa U et S parcourent respectivement
Q(P) et A(P).

3. Formes paramodulaires. — Dans cette section, nous étudierons la relation entre codes et
formes paramodulaires.

D’abord, on rappelle le groupe paramodulaire, les formes paramodulaires, et les fonctions
théta. Soit ki, ko, ..., kg une suite ordonnée d’entiers positifs tels que ki = 1, ki|k;11 pour
i=1,2,...,9—1 et posons P = diag (k1, k2, ..., kg). Nous appelerons par I'(P) le groupe
paramodulaire, c’est a dire

(P) = {( g g ) € Sp(29,R); A, BP, P~'C, P"'DP entiers }
0o Pt
-P 0

Ut 0 1 S
sous-groupes 0 U ;U € Q(P) ¢ et 0 1 ;S € A(P) ¢ (Theorem 2.1 dans [8]).
Le groupe symplectique Sp(2g, R) opere sur I'espace de Siegel Hy = {Z € Mat(gxg,C) ;'Z =
Z,Im(Z) > 0} de la maniere suivante: M(r) = (A7 + B)(Ct + D)"! pour M = ( é g ) €

Sp(2g,R) et 7 € Hy. Une fonction holomorphe f sur H, est une forme paramodulaire de poids k

pour T'(P) si 'on a f(M(7)) = det (Ct + D)* f(r) pour tout élément M = ( é’ g > eT(P).

Nous savons que le groupe paramodulaire I'(P) est engendré par Jp = ) et deux

On définit des fonctions théta partielles associées a la polarisation P par
1
fék’P)(T) = %ge <]€T |:PCE + ﬁ%) )
x€

ou 7[z] =tzTz et tx désigne la transposé de x. Avec les notations de Petersson, nous avons

FEP edp = 3 Tk, Papfy ",
beR
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t
FEP oM = \/det (U)fi ") pour M = ( g Uql ),UGQ(P),
(k, P) _ (k. P) _(1 5

fa |1/2M = e(S[a)/4k)f;™ pour M = 0 1 , S e AP).

On peut poser fa(k’ P) _ f(gk P) On déduit immédiatement grace a la proposition 3,
THEOREME 4. — Soit k un entier positif, soit ki, ka, ..., kg une suite ordonnée d’entiers

positifs tels que kv = 1, kijlkip1 pour i =1,2,..., g—1 et posons P = diag (k1, ka2, ..., kg). Si
un (kk1, kka, ..., kkg)-code (C1, Ca, ..., Cq) est de Type II de longueur n, on obtient une forme

paramodulaire W(cl,c2,...,cg)(f5(k’ P) (1)) de poids n/2 pour I'(P).

Remarques. — (a) Dans [5], Freitag a étudié ’anneau des formes paramodulaires de poids pairs
pour T'(P), ot P = diag(1, 2).

(b) Par p; on désigne la projection naturelle de Z™ dans Z%;. Sil'on pose A(C;) = \/%p,;kl ()
pourt=1,2,...,g,0na

Tmn, t
g e E sz Ty
T1EA(C1), 22 EA(C2), ..., 7g€A(Cg)  \1<m,n<g

= W(cl,cg,...,cg)(fa(k’P)(T))-

OAC1), ACa), ., A(C,) (T)
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